
　第５５卷　第 ６期
２０１６年　１１月

中山大学学报 （自然科学版）

ＡＣＴＡ　ＳＣＩＥＮＴＩＡＲＵＭ　ＮＡＴＵＲＡＬＩＵＭ　ＵＮＩＶＥＲＳＩＴＡＴＩＳ　ＳＵＮＹＡＴＳＥＮＩ
Ｖｏｌ５５　Ｎｏ６
Ｎｏｖ　２０１６

　

ＤＯＩ：１０１３４７１／ｊｃｎｋｉａｃｔａｓｎｕｓ２０１６０６０１２

基于 Ｃａｐｕｔｏ导数下的含时滞的
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摘　要：提出并讨论了Ｃａｐｕｔｏ导数定义下的含时滞的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性与守恒量。根据含
时滞的Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，建立了相应的含时滞的分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程；依据分数阶
Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用量在无限小变换下的不变性，得到了含时滞的Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性；最后，建立
了系统的含时滞的分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ理论，并举例说明结果的应用。
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　　随着人们认识的深入，发现自然界在本质上是
分数阶的，使用分数阶模型能够更好地描述和理解

复杂系统的动力学行为及其内在的物理本质，因此

分数阶微积分开始广泛应用于力学、物理学、生物

学、化学、经济和社会科学，智能控制等领

域［１－２］。１９９６年，Ｒｉｅｗｅ［３－４］首次将分数阶微积分
应用到非保守力学建模，开始对于分数阶变分问题

的研究近２０年来，关于分数阶模型下的变分问题
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的研究取得了一系列成果［５－１１］。Ｆｒｅｄｅｒｉｃｏ和
Ｔｏｒｒｅｓ［１２－１３］研究了分数阶模型下的分数阶变分与最
优化问题的 Ｎｏｅｔｈｅｒ定理。Ａｔａｎａｃｋｏｖｉ等［１４］依据经

典的守恒量定义了分数阶守恒量，得到了力学系统

的分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ定理。然而对于分数阶导数下含
时滞的变分问题的研究是最近几年才开始的。２００８
年，Ｂａｌｅａｎｕ，Ｍａａｒａｂａ和 Ｊａｒａｄ［１５－１７］首次讨论了分
数阶导数下的含时滞的分数阶变分问题，又研究了

Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数下的含时滞的分数阶变分原理，
并讨论了含时滞的 Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数下的高阶分
数阶变分最优化控制问题。张毅等［１８－２１］对分数阶

导数下非保守力学以及 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统动力学的变分
问题及其对称性进行了研究，并得到了一些研究成

果。本文将进一步研究基于 Ｃａｐｕｔｏ导数的含时滞
的Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统动力学的分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性。

１　分数阶导数的定义及其性质
本节列出将要用到的 ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ导数以

及Ｃａｐｕｔｏ导数的定义和性质。详细讨论见文献 ［１
－２］。
左ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶导数的定义为［５］
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右ＲｅｍｉａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶导数的定义为
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左Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数为
Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｆ（ｔ）＝

１
Γ（ｎ－α）

·

∫
ｔ

ｔ１
（ｔ－τ）ｎ－α－１ ｄ

ｄ( )ｔ
ｎ
ｆ（τ）ｄτ （３）

右Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数为
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其中Γ( ) 为Ｇａｍｍａ函数，α为导数的阶，满足ｎ
－１≤α＜ｎ。若α为整数时，有
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分数阶分部积分公式为
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２　含时滞的分数阶Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程
假设力学系统由ｎ个广义坐标ｑｓ（ｓ＝１，２，…，

ｎ）来确定。含时滞的分数阶Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为
Ｌ＝Ｌ（ｔ，ｑｓ（ｔ），

Ｃ
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其中时滞常量τ＜ｔ２－ｔ１为已知的正实数。
引入含时滞的分数阶广义动量和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函

数为
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则对 （１２）式进行分数阶广义动量进行求导，得
到
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非保守系统的分数阶Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理为

０８



　第 ６期 丁金凤等：基于Ｃａｐｕｔｏ导数下的含时滞的Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ理论

∫
ｔ２

ｔ１
［δｐαｓ

Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑｓ（ｔ）＋ｐαｓ（ｔ）δ

Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑｓ＋δｐｓｑｓ（ｔ）＋

ｐｓ（ｔ）δｑｓ＋δｐｓτｑｓτ（ｔ）＋ｐｓτ（ｔ）δｑｓτ－
Ｈ
ｑｓ
（ｔ）δｑｓ－
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且满足条件

ｑｓ（ｔ）＝Ωｓ（ｔ），　ｔ∈［ｔ１－τ，ｔ１］，
ｑｓ（ｔ）＝ｑｓ（ｔ２），

ｔ＝ｔ２，（ｓ＝１，２，…，ｎ） （１５）
其中Ωｓ（ｔ）为［ｔ１－τ，ｔ１］上的已知分段光滑函数，
ｑｓ（ｔ２）为已知实数。

类似于文献 ［２０］的推导，由 （１３）和 （１４）
式，可导出

－ｔＤαｔ２－τｐαｓ（ｔ）＋ｐｓ（ｔ）＋ｐｓτ（ｔ＋τ）＋
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ｔ２－τ＜ｔ≤ｔ２ （１６）
联立方程 （１３）和 （１６）给出 Ｃａｐｕｔｏ导数下的含
时滞的力学系统的分数阶Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程。

３　含时滞的Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的分数
阶Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性

　　Ｃａｐｕｔｏ导数下的含时滞的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的分
数阶Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用量表示为
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其中γ为某已知曲线，引入无限小群变换

珋ｔ＝ｔ＋Δｔ，珋ｑｓ（珋ｔ）＝ｑｓ（ｔ）＋Δｑｓ，珋ｐｓ（珋ｔ）＝
ｐｓ（ｔ）＋Δｐｓ，（ｓ＝１，２，…，ｎ） （１８）

其展开式

珋ｔ＝ｔ＋εσξ
σ
０（ｔ，ｑｋ，ｐｋ，ｐαｋ），

珋ｑｓ（珋ｔ）＝ｑｓ（ｔ）＋εσξ
σ
ｓ（ｔ，ｑｋ，ｐｋ，ｐαｋ），

珋ｐｓ（ｔ）＝ｐｓ（ｔ）＋εση
σ
ｓ（ｔ，ｑｋ，ｐｋ，ｐαｋ）

（ｓ，ｋ＝１，２，…，ｎ） （１９）
其中εσ（σ＝１，２，…，ｒ）为无限小参数，ξ

σ
０，ξσｓ和ησｓ

为无限小生成元或生成函数。在变换 （１８）下，
含时滞的分数阶Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用量 （１７）变为

Ｓ（珔γ）＝∫
珋ｔ

珋ｔ１
［珋ｐαｓ（珋ｔ）

Ｃ
珋ｔ１Ｄ

α
珋ｔ珋ｑｓ（珋ｔ）＋珋ｐｓ（珋ｔ）珋ｑ

·

ｓ（珋ｔ）＋

珋ｐｓτ（珋ｔ）珋ｑ
·

ｓτ（珋ｔ）－Ｈ（珋ｔ，珋ｐαｓ（珋ｔ），珋ｐｓ（珋ｔ），珋ｑｓ（珋ｔ），
珋ｐｓτ（珋ｔ），珋ｑｓτ（珋ｔ））］ｄ珋ｔ （２０）

其中珔γ为γ的邻近曲线。
假设ΔＳ是变换前后的差 Ｓ（珔γ）－Ｓ（γ）相对 ε

的主线性部分，则有

ΔＳ＝∫
ｔ２

ｔ１

　
　Δ
ｐαｓ
Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑｓ（ｔ）＋ｐαｓ（ｔ）Δ

Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑｓ[ ＋

Δｐｓｑｓ（ｔ）＋ｐｓ（ｔ）Δｑｓ＋Δｐｓτｑｓτ（ｔ）＋ｐｓτ（ｔ）Δｑｓτ－
Ｈ
ｔ
（ｔ）Δｔ－Ｈｑｓ

（ｔ）Δｑｓ－
Ｈ
ｐαｓ
（ｔ）Δｐαｓ－

Ｈ
ｑｓτ
（ｔ）Δｑｓτ－

Ｈ
ｐｓ
（ｔ）Δｐｓ－

Ｈ
ｐｓτ
（ｔ）Δｐｓτ＋

（ｐαｓ（ｔ）
Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑｓ（ｔ）＋ｐｓ（ｔ）ｑｓ（ｔ）＋

ｐｓτ（ｔ）ｑｓτ（ｔ）－Ｈ）
ｄ
ｄｔ（Δｔ]）ｄｔ （２１）

由于

∫
ｔ２

ｔ１
［Δｐｓτｑｓτ（ｔ）＋ｐｓτ（ｔ）Δｑｓτ－

Ｈ
ｑｓτ
（ｔ）Δｑｓτ－

Ｈ
ｐｓτ
（ｔ）Δｐｓτ＋ｐｓτ（ｔ）ｑｓτ（ｔ）

ｄ
ｄｔ（Δｔ）］ｄｔ＝

∫
ｔ２－τ

ｔ１
［Δｐｓ（θ）ｑｓτ（θ＋τ）＋ｐｓτ（θ＋τ）Δｑｓ（θ）－

Ｈ
ｑｓτ
（θ＋τ）Δｑｓ（θ）－

Ｈ
ｐｓτ
（θ＋τ）Δｐｓ（θ）＋

ｐｓτ（θ＋τ）ｑｓτ（θ＋τ）
ｄ
ｄθ
（Δθ）］ｄθ （２２）

将式 （２２）代入式 （２１），有

ΔＳ＝∫
ｔ２－τ

ｔ１
Δｐαｓ

Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑｓ（ｔ）－

Ｈ
ｐαｓ
（ｔ( )）[ ＋

ｐαｓ（ｔ）Δ
Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑｓ＋（ｐｓ（ｔ）＋ｐｓτ（ｔ＋τ））Δｑｓ＋

Δｐｓ ｑｓ（ｔ）＋ｑｓτ（ｔ＋τ）－
Ｈ
ｐｓ
（ｔ）－Ｈ

ｐｓτ
（ｔ＋τ( )）－

Ｈ
ｔ
（ｔ）Δｔ－ Ｈ

ｑｓ
（ｔ）＋Ｈ

ｑｓτ
（ｔ＋τ( )）Δｑｓ＋

　
　
ｐαｓ（ｔ）

Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑｓ（ｔ）＋ｐｓ（ｔ）ｑｓ（ｔ）( ＋

ｐｓτ（ｔ＋τ）ｑｓτ（ｔ＋τ）－Ｈ)　　ｄｄｔ（Δｔ]）ｄｔ＋

∫
ｔ２

ｔ２－τ

　
　
ｐαｓ（ｔ）Δ

Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑｓ＋Δｐαｓ（ｔ）

　
　
Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑｓ([ －

Ｈ
ｐαｓ
（ｔ）)　　＋Δｐｓ ｑｓ（ｔ）－Ｈｐｓ（ｔ( )）＋

ｐｓ（ｔ）Δｑｓ（ｔ）－
Ｈ
ｔ
（ｔ）Δｔ－Ｈｑｓ

（ｔ）Δｑｓ＋

（ｐαｓ（ｔ）
Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑｓ（ｔ）＋ｐｓ（ｔ）ｑｓ（ｔ）－Ｈ）

ｄ
ｄｔ（Δｔ）]　　ｄｔ

（２３）

１８
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注意到

δｑｓ＝Δｑｓ－ｑｓΔｔδｐｓ＝

Δｐｓ－ｐｓΔｔΔ
Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑｓ＝

Ｃ
ｔ１
Ｄαｔδｑｓ＋

ｄ
ｄｔ

Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑ( )ｓΔｔ （２４）

以及变换 （１８）和分部积分公式 （６）、（７）、（８）
和 （９），则式 （３２）可化为

ΔＳ＝∫
ｔ２－τ

ｔ１
εσ
ｄ
ｄｔ
　
　
（ｐｓ（ｔ）＋ｐｓτ（ｔ＋τ））珋ξ

σ
ｓ[{ ＋

ξσ０（ｐαｓ（ｔ）
Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑｓ（ｔ）＋ｐｓ（ｔ）ｑｓ（ｔ）＋

ｐｓτ（ｔ＋τ）ｑｓτ（ｔ＋τ）－Ｈ）＋

∫
ｔ

ｔ１

　
　
Ｃ
ｔ１
Ｄαθ珋ξ

σ
ｓｐαｓ（θ）－珋ξ

σ
ｓθＤ

α
ｔ２－τｐαｓ（θ）( ＋

１
Γ（α）

珋ξσｓθＤ
α
ｔ２－τ∫

ｔ２

ｔ２－τ
（θＤ

α
ｔ２ｐαｓ（ｚ）（ｚ－θ）

α－１ｄ)ｚｄ]θ ＋
珋ξσｓ
　
　
Ｃ
ｔ１
Ｄαｔ２－τｐαｓ（ｔ）－ｐｓ（ｔ）－ｐｓτ（ｔ＋τ）[ －

Ｈ
ｑｓ
（ｔ）－Ｈ

ｑｓτ
（ｔ＋τ）－ １

Γ（α）ｔ
Ｄαｔ２－τ

∫
ｔ２

ｔ２－τ
（ｔＤαｔ２ｐαｓ（ｚ）（ｚ－ｔ）

α－１）ｄ]ｚ＋
珔ησαｓ ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ）－

Ｈ
ｐαｓ
（ｔ( )）＋珔ησｓ 　　ｑｓτ（ｔ＋τ）( ＋

ｑｓ（ｔ）－
Ｈ
ｐｓ
（ｔ）－Ｈ

ｐｓτ
（ｔ＋τ）) }　　ｄｔ＋

∫
ｔ２

ｔ２－τ
εσ
ｄ
ｄｔ
　
　
ｐｓ（ｔ）珋ξσｓ ＋∫

ｔ

ｔ１
（Ｃｔ１
Ｄαθ珋ξ

σ
ｓｐαｓ（θ）[{ －

珋ξσｓθＤ
α
ｔ２ｐαｓ（θ））ｄθ＋（ｐαｓ（ｔ）

Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑｓ（ｔ）＋

ｐｓ（ｔ）ｑｓ（ｔ）－Ｈ）ξσ０ ]　　＋珋ξσｓ
　
　ｔ
Ｄαｔ２ｐαｓ（ｔ）[ －

ｐｓ（ｔ）－
Ｈ
ｑｓ
（ｔ]） ＋珔ησαｓ

Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑｓ（ｔ）－

Ｈ
ｐαｓ
（ｔ( )）＋

珔ησｓ
　
　
ｑｓ（ｔ）－

Ｈ
ｐｓ
（ｔ)( }） ｄｔ （２５）

其中

珋ξσｓ ＝ξσｓ －ｑｓξσ０，珔ησｓ ＝
ησｓ －ｐｓξσ０，珔ησαｓ＝η

σ
αｓ－ｐαｓξ

σ
０ （２６）

式 （２３）和式 （２５）称为 Ｃａｐｕｔｏ导数下的含时滞
的力学系统的分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用量变分的基本
公式。

如果成立

ΔＳ＝０ （２７）
则称无限小变换 （１８）是含时滞的分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ
意义下的对称变换。此时，由式 （２３）得

当ｔ１≤ｔ≤ｔ２－τ时，有

Δｐαｓ Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ）－

Ｈ
ｐαｓ
（ｔ( )）＋

Δｐｓ ｑｓ（ｔ）＋ｑｓτ（ｔ＋τ）－
Ｈ
ｐｓ
（ｔ）－Ｈ

ｐｓτ
（ｔ＋τ( )）＋

ｐαｓ（ｔ）Δ
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ＋ｐｓ（ｔ）＋ｐｓτ（ｔ＋τ））Δｑｓ－

Ｈ
ｔ
（ｔ）Δｔ－ Ｈ

ｑｓ
（ｔ）＋Ｈ

ｑｓτ
（ｔ＋τ( )）Δｑｓ＋

（ｐαｓ（ｔ）
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ）＋ｐｓ（ｔ）ｑｓ（ｔ）＋

ｐｓτ（ｔ＋τ）ｑｓτ（ｔ＋τ）－Ｈ）
ｄ
ｄｔ（Δｔ）＝０（２８）

当ｔ２－τ＜ｔ≤ｔ２时，有

Δｐαｓ Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ）－

Ｈ
ｐαｓ
（ｔ( )）＋ｐαｓ（ｔ）ΔＣｔ１Ｄαｔｑｓ＋

Δｐｓ ｑｓ（ｔ）－
Ｈ
ｐｓ
（ｔ( )）＋ｐｓ（ｔ）Δｑｓ－

Ｈ
ｔ
（ｔ）Δｔ－Ｈｑｓ

（ｔ）Δｑｓ＋（ｐαｓ（ｔ）ｔ１Ｄ
α
ｔｑｓ（ｔ）＋

ｐｓ（ｔ）ｑｓ（ｔ）－Ｈ）
ｄ
ｄｔ（Δｔ）＝０ （２９）

式 （２８）和 （２９）可化为，当ｔ１≤ ｔ≤ ｔ２－τ时，
有

ｐαｓ（ｔ） Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔ珋ξσｓ ＋

ｄ
ｄｔｔ１Ｄ

α
ｔｑｓξσ( )０ ＋

（ｐｓ（ｔ）＋ｐｓτ（ｔ＋τ））ξ
σ
ｓ －
Ｈ
ｔ
（ｔ）ξσ０ －

Ｈ
ｑｓ
（ｔ）＋Ｈ

ｑｓτ
（ｔ＋τ( )）ξσｓ ＋

（ｐαｓ（ｔ）
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑ（ｔ）－Ｈ）ξσ０ ＝０

（σ＝１，２，…，ｒ） （３０）
当ｔ２－τ＜ｔ≤ｔ２时，有

ｐαｓ（ｔ） Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔ珋ξσｓ ＋

ｄ
ｄｔｔ１Ｄ

α
ｔｑｓξσ( )０ ＋

ｐｓ（ｔ）ξσｓ －
Ｈ
ｔ
（ｔ）ξσ０ －

Ｈ
ｑｓ
（ｔ）ξσｓ ＋

（ｐαｓ（ｔ）
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ）－Ｈ）ξσ０ ＝０

（σ＝１，２，…，ｒ） （３１）
当ｒ＝１时，式 （３０）和 （３１）称为含时滞的
Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ等式。

如果成立

ΔＳ＝－∫
ｔ２

ｔ１

ｄ
ｄｔ（ΔＧ）ｄｔ （３２）

其中Ｇ＝Ｇ（ｔ，ｑｓ，ｐαｓ，ｐｓ，ｑｓτ，ｐｓτ）为规范函数，则称
无限小变换 （１８）是含时滞的分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ意义
下的准对称变换。此时，由式 （２３）得

当ｔ１≤ｔ≤ｔ２－τ时，有

Δｐαｓ Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ）－

Ｈ
ｐαｓ
（ｔ( )）＋

Δｐｓ ｑｓ（ｔ）＋ｑｓτ（ｔ＋τ）－
Ｈ
ｐｓ
（ｔ）－Ｈ

ｐｓτ
（ｔ＋τ( )）＋

２８
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ｐαｓ（ｔ）Δ
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ＋（ｐｓ（ｔ）＋ｐｓτ（ｔ＋τ））Δｑｓ－

Ｈ
ｔ
（ｔ）Δｔ－ Ｈ

ｑｓ
（ｔ）＋Ｈ

ｑｓτ
（ｔ＋τ( )）Δｑｓ＋

（ｐαｓ（ｔ）
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ）＋ｐｓ（ｔ）ｑｓ（ｔ）＋ｐｓτ（ｔ＋τ）

ｑｓτ（ｔ＋τ）－Ｈ）
ｄ
ｄｔ（Δｔ）＝－

ｄ
ｄｔΔＧ （３３）

当ｔ２－τ＜ｔ≤ｔ２时，有

Δｐαｓ Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ）－

Ｈ
ｐαｓ
（ｔ( )）＋ｐαｓ（ｔ）ΔＣｔ１Ｄαｔｑｓ＋

Δｐｓ ｑｓ（ｔ）－
Ｈ
ｐｓ
（ｔ( )）＋ｐｓ（ｔ）Δｑｓ－

Ｈ
ｔ
（ｔ）Δｔ－Ｈｑｓ

（ｔ）Δｑｓ＋（ｐαｓ（ｔ）
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ）＋

ｐｓ（ｔ）ｑｓ（ｔ）－Ｈ）
ｄ
ｄｔ（Δｔ）＝－

ｄ
ｄｔΔＧ （３４）

式 （３３）和 （３４）可化表示为，当ｔ１≤ｔ≤ｔ２－τ
时，有

ｐαｓ（ｔ） Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔ珋ξσｓ ＋

ｄ
ｄｔ

Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓξσ( )０ ＋

（ｐｓ（ｔ）＋ｐｓτ（ｔ＋τ））ξ
σ
ｓ －
Ｈ
ｔ
（ｔ）ξσ０ －

Ｈ
ｑｓ
（ｔ）＋Ｈ

ｑｓτ
（ｔ＋τ( )）ξσｓ ＋

（ｐαｓ（ｔ）
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑ（ｔ）－Ｈ）ξσ０ ＝－Ｇσ

（σ＝１，２，…，ｒ） （３５）
当ｔ２－τ＜ｔ≤ｔ２时，有

ｐαｓ（ｔ） Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔ珋ξσｓ ＋

ｄ
ｄｔ
Ｃ

ｔ１Ｄαｔｑｓξσ( )０ ＋
ｐｓ（ｔ）ξσｓ －

Ｈ
ｔ
（ｔ）ξσ０ －

Ｈ
ｑｓ
（ｔ）ξσｓ ＋

（ｐαｓ（ｔ）
Ｃ
ｔ１Ｄ

α
ｔｑｓ（ｔ）－Ｈ）ξσ０ ＝－Ｇσ

（σ＝１，２，…，ｒ） （３６）
其中ΔＧ＝εσＧ

σ，当ｒ＝１时，式 （３５）和 （３６）
也称为含时滞的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ等
式。

４　含时滞的Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的分数阶
Ｎｏｅｔｈｅｒ理论

　　函数
Ｉ（ｔ，ｔ＋τ，ｑｓ，ｑｓτ，ｑｓ（ｔ＋τ），ｐαｓ，ｐｓτ，ｐｓ，ｐｓ（ｔ＋τ），

ｐαｓ（ｔ＋τ））
称为含时滞的力学系统的分数阶守恒量，当且仅当

沿着运动方程 （１３）和 （１６）的解曲线恒成立
ｄ
ｄｔＩ（ｔ，ｔ＋τ，ｑｓ，ｑｓτ，ｑｓ（ｔ＋τ），

ｐαｓ，ｐｓτ，ｐｓ，ｐｓ（ｔ＋τ），ｐαｓ（ｔ＋τ））＝０ （３７）
对于含时滞的分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统 （１３）和

（１６），如果能找到系统的分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称变换
或Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称变换，便可求得相应的分数阶守
恒量。于是，有如下定理

定理１　对于含时滞的分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统
（１３）和 （１６），如果无限小变换 （１８）是系统的
分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ对称变换，则系统存在 ｒ个线性独
立的分数阶守恒量，当ｔ１≤ｔ≤ｔ２－τ时，形如

Ｉσ ＝（ｐｓ（ｔ）＋ｐｓτ（ｔ＋τ））ξ
σ
ｓ ＋

∫
ｔ

ｔ１

Ｃ
ｔ１
Ｄαθ珋ξ

σ
ｓｐαｓ（θ）－珋ξ

σ
ｓθＤ

α
ｔ２－τｐαｓ（θ）＋

１
Γ（α）

珋ξσｓθ[ ·

Ｄαｔ２－τ∫
ｔ２

ｔ２－τ
（θＤ

α
ｔ２ｐαｓ（ｚ）（ｚ－θ）

α－１）ｄｚ]　　ｄθ＋
（ｐαｓ（ｔ）

Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑｓ（ｔ）－Ｈ）ξσ０ ＝ｃｏｎｓｔ．

（σ＝１，２，…，ｒ） （３８）
当ｔ２－τ＜ｔ≤ｔ２时，形如

Ｉσ ＝ｐｓ（ｔ）ξσｓ ＋∫
ｔ

ｔ１
（Ｃｔ１
Ｄαθ珋ξ

σ
ｓｐαｓ（θ）－

珋ξσｓθＤ
α
ｔ２ｐαｓ（θ））ｄθ＋

ξσ０（ｐαｓ（ｔ）
Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑｓ（ｔ）－Ｈ）＝ｃｏｎｓｔ．

（σ＝１，２，…，ｒ） （３９）
　　证明：将系统的分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程代
入式 （２５），并考虑到 εσ的独立性和积分区间的
任意性，当ｔ１≤ｔ≤ｔ２－τ时，得到

ｄ
ｄｔ
　
　
（ｐｓ（ｔ）＋ｐｓτ（ｔ＋τ））ξ

σ
ｓ{ ＋

∫
ｔ

ｔ１

　
　
Ｃ
ｔ１
Ｄαθ珋ξ

σ
ｓｐαｓ（θ）－珋ξ

σ
ｓθＤ

α
ｔ２－τｐαｓ（θ）[ ＋

１
Γ（α）

珋ξσｓ
α
θＤｔ２－τ∫

ｔ２

ｔ２－τ
（θＤ

α
ｔ２ｐαｓ（ｚ）（ｚ－θ）

α－１）ｄ]ｚｄθ＋
ξσ０（ｐαｓ（ｔ）

Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑｓ（ｔ）＋ｐｓ（ｔ）ｑｓ（ｔ）＋

ｐｓτ（ｔ＋τ）ｑｓτ（ｔ＋τ）－Ｈ）}　　＝
ｄ
ｄｔ
　
　
（ｐｓ（ｔ）＋ｐｓτ（ｔ＋τ））珋ξ

σ
ｓ{ ＋

∫
ｔ

ｔ１

　
　
Ｃ
ｔ１
Ｄαθ珋ξ

σ
ｓｐαｓ（θ）－珋ξ

σ
ｓ
α
θＤｔ２－τｐαｓ（θ）[ ＋

１
Γ（α）

珋ξσｓ
α
θＤｔ２－τ∫

ｔ２

ｔ２－τ
（θＤ

α
ｔ２ｐαｓ（ｚ）（ｚ－θ）

α－１）ｄｚ]　　ｄθ＋
ξσ０（ｐαｓ（ｔ）

Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑｓ（ｔ）－Ｈ）}　　＝０，

（σ＝１，２，…，ｒ） （４０）
当ｔ２－τ＜ｔ≤ｔ２时，有
ｄ
ｄｔ
　
　
ｐｓ（ｔ）珋ξσｓ ＋∫

ｔ

ｔ１
（Ｃｔ１
Ｄαθ珋ξ

σ
ｓｐαｓ（θ）－珋ξ

σ
ｓθＤ

α
ｔ２ｐαｓ（θ））ｄθ[ ＋

ξσ０（ｐαｓ（ｔ）
Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑｓ（ｔ）＋ｐｓ（ｔ）ｑｓ（ｔ）－Ｈ）]　　＝

３８
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ｄ
ｄｔ
　
　
ｐｓ（ｔ）ξσｓ ＋∫

ｔ

ｔ１
（Ｃｔ１
Ｄαθ珋ξ

σ
ｓｐαｓ（θ）－珋ξ

σ
ｓθＤ

α
ｔ２ｐαｓ（θ））ｄθ[ ＋

ξσ０（ｐαｓ（ｔ）
Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑｓ（ｔ）－Ｈ）]　　＝０，

（σ＝１，２，…，ｒ） （４１）
将式 （４０）和 （４１）积分，便得到结果。

定理２　对于含时滞的分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统
（１３）和 （１６），如果无限小变换 （１８）是系统的
分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称变换，则系统存在 ｒ个线性
独立的分数阶守恒量，当ｔ１≤ｔ≤ｔ２－τ时，形如

Ｉσ ＝（ｐｓ（ｔ）＋ｐｓτ（ｔ＋τ））ξ
σ
ｓ ＋

∫
ｔ

ｔ１

　
　
Ｃ
ｔ１
Ｄαθ珋ξ

σ
ｓｐαｓ（θ）－珋ξ

σ
ｓ
α
θＤｔ２－τｐαｓ（θ）＋

１
Γ（α）

珋ξσ[ ｓ

α
θＤｔ２－τ∫

ｔ２

ｔ２－τ
（θＤ

α
ｔ２ｐαｓ（ｚ）（ｚ－θ）

α－１）ｄｚ]　　ｄθ＋
　
　
ｐαｓ（ｔ）

Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑｓ（ｔ）( )－Ｈξσ０ ＋Ｇσ ＝ｃｏｎｓｔ．

（σ＝１，２，…，ｒ） （４２）
当ｔ２－τ＜ｔ≤ｔ２时，形如

Ｉσ ＝ｐｓ（ｔ）ξσｓ ＋∫
ｔ

ｔ１

　
　
Ｃ
ｔ１
Ｄαθ珋ξ

σ
ｓｐαｓ（θ）－珋ξ

σ
ｓθＤ

α
ｔ２ｐαｓ（θ）( )　　ｄθ

＋ξσ０
　
　
ｐαｓ（ｔ）

Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑｓ（ｔ）( )－Ｈ ＋Ｇσ ＝ｃｏｎｓｔ．

（σ＝１，２，…，ｒ） （４３）
　　证明：结合式 （２５）和 （３２），并利用分数阶
正则方程 （１３）和 （１６），且考虑到 εσ的独立性
和积分区间的任意性，即得结论。

定理１和定理２称为含时滞的Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的
分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ定理。由分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ定理可知，
对于 Ｃａｐｕｔｏ导数下的含时滞的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统，如
果能找到一个含时滞的分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称变换或
分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称变换，便可能得到力学系统
的一个分数阶守恒量。

５　算　例
例　已知力学系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为

Ｌ＝１２
　
　
　
　
Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑ（ｔ( )）２

＋ｑ２（ｔ[ ]）－１２ｑ２（ｔ－τ）
（４４）

其中ｋ为常数，时滞常量τ＜ｔ２－ｔ１为已知正实数。
并满足条件：当时，ｑ（ｔ）＝Ω（ｔ），这里Ω（ｔ）是区
间［ｔ１－τ，ｔ１］上的已知分段光滑函数；当ｔ＝ｔ２时，
ｔ∈［ｔ１－τ，ｔ１］ｑ（ｔ）＝ｑ（ｔ２），这里ｑ（ｔ２）是某一确
定值。

由式 （１１）和 （１２），得到

ｐ（ｔ）＝ｑ（ｔ）ｐα（ｔ）＝
Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑ（ｔ）

Ｈ＝１２［ｐ
２
α（ｔ）＋ｐ

２（ｔ）］＋１２ｑ
２（ｔ－τ）（４５）

则系统的正则方程为
Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑ（ｔ）－ｐα（ｔ）＝０ｑ（ｔ）－ｐ（ｔ）＝

０－ｔＤαｔ２－τｐα（ｔ）＋ｐ（ｔ）＋ｑτ（ｔ＋τ）＋
１
Γ（α）ｔ

Ｄαｔ２－τ∫
ｔ２

ｔ２－τ
（ｔＤ

α
ｔ２ｐαｓ（ｚ）（ｚ－ｔ）

α－１）ｄｚ＝０

ｔ１≤ｔ≤ｔ２－τ
Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑ（ｔ）－ｐα（ｔ）＝０
ｑ（ｔ）－ｐ（ｔ）＝０

－ｔＤ
α
ｔ２ｐα（ｔ）＋ｐ（ｔ）＝０
ｔ２－τ＜ｔ≤ｔ２ （４６）

分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ等式 （３５）和 （３６），得到

ｐα（ｔ） Ｃ
ｔ１
Ｄαｔ珋ξ１＋

ｄ
ｄｔ

Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑξ( )０ ＋

ｐ（ｔ）ξ１－ｑτ（ｔ＋τ）ξ１＋
（ｐα（ｔ）

Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑ（ｔ）－Ｈ）ξ０ ＝－Ｇ

ｔ１≤ｔ≤ｔ２－τ

ｐα（ｔ） Ｃ
ｔ１
Ｄαｔ珋ξ１＋

ｄ
ｄｔ

Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑξ( )０ ＋

ｐ（ｔ）ξ１＋（ｐα（ｔ）
Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑ（ｔ）－Ｈ）ξ０ ＝－Ｇ

ｔ２－τ＜ｔ≤ｔ２ （４７）
方程 （４７）有解

ξ１０ ＝１，ξ
１
１ ＝０，Ｇ

１ ＝０，ｔ１≤ｔ≤ｔ２ （４８）
ξ２０ ＝１，ξ

２
１ ＝ｑ（ｔ），

Ｇ２ ＝－１２［（ｐα（ｔ））
２＋ｐ２（ｔ）－ｑ２τ（ｔ＋τ）］，

ｔ１≤ｔ＜ｔ２－τ，ξ０ ＝１，ξ１ ＝ｑ（ｔ），

Ｇ＝－１２［（ｐα（ｔ））
２＋ｐ２（ｔ）］，

ｔ２－τ≤ｔ≤ｔ２ （４９）
生成元 （４８）和 （４９）得到相应于系统的分数阶
Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性。由定理１和定理２，得到

Ｉ１ ＝∫
ｔ

ｔ１

　
　
－Ｃｔ１Ｄ

α
θ
ｑ（θ）ｐα（θ）＋ｑ（θ）

α
θＤｔ２－τｐα（θ）[ －

１
Γ（α）

ｑαθＤｔ２－τ∫
ｔ２

ｔ２－τ
（θＤ

α
ｔ２ｐαｓ（ｚ）（ｚ－θ）

α－１）ｄｚ]　　ｄθ＋
ｐα（ｔ）

Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑ（ｔ）－

１
２
　
　
ｐ２α（ｔ）＋ｐ

２（ｔ）＋ｑ２（ｔ－τ[ ]） ＝
ｃｏｎｓｔ．　ｔ１≤ｔ≤ｔ２－τ，

Ｉ１ ＝∫
ｔ

ｔ１

　
　
－Ｃｔ１Ｄ

α
θ
ｑ（θ）ｐα（θ）＋ｑ（θ）θＤ

α
ｔ２ｐα（θ( )）ｄθ＋

ｐα（ｔ）
Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑ（ｔ）－

１
２
　
　
ｐ２α（ｔ）＋ｐ

２（ｔ）＋ｑ２（ｔ－τ[ ]） ＝
ｃｏｎｓｔ．　ｔ２－τ＜ｔ≤ｔ２ （５０）

４８
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Ｉ２ ＝（ｐ（ｔ）＋ｐτ（ｔ＋τ））ｑ（ｔ）＋
ｐα（ｔ）

Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑ（ｔ）－ｐ

２（ｔ）－

（ｐα（ｔ））
２－１２

　
　
ｑ２（ｔ－τ）－ｑ２τ（ｔ＋τ[ ]），

ｔ１≤ｔ＜ｔ２－τ
Ｉ２ ＝ｐ（ｔ）ｑ（ｔ）＋ｐα（ｔ）

Ｃ
ｔ１
Ｄαｔｑ（ｔ）－ｐ

２（ｔ）－

（ｐα（ｔ））
２－１２ｑ

２（ｔ－τ），　ｔ２－τ≤ｔ≤ｔ２

（５１）
　　式 （５０）和 （５１）为含时滞的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统
相应于分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性 （４８）和 Ｎｏｅｔｈｅｒ准
对称性 （４９）的分数阶守恒量。

若分数阶导数项不存在时，守恒量 （５０）和
（５１）就成为

Ｉ１ ＝－１２
　
　
ｐ２（ｔ）＋ｐ２（ｔ）＋ｋｑ２（ｔ－τ[ ]） ＝
ｃｏｎｓｔ．　ｔ１≤ｔ≤ｔ２ （５２）

Ｉ２ ＝（ｐ（ｔ）＋ｐτ（ｔ＋τ））ｑ（ｔ）－ｐ
２（ｔ）－

１
２
　
　
ｑ２（ｔ－τ）－ｑ２τ（ｔ＋τ[ ]），　ｔ１≤ｔ＜ｔ２－τ

Ｉ２ ＝ｐ（ｔ）ｑ（ｔ）－ｐ２（ｔ）－
１
２ｑ

２（ｔ－τ），　ｔ２－τ≤ｔ≤ｔ２ （５３）

式 （５２）和 （５３）是含时滞的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的
Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性和准对称性的守恒量。如果时滞常
量τ不存在，则式 （５２）和 （５３）就简化为经典
力学系统的守恒量。

６　结　论
本文基于Ｃａｐｕｔｏ导数建立了含时滞的Ｈａｍｉｌｔｏｎ

系统的分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，导出了含时滞的
Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程 （１３）
和 （１６），得到了含时滞的分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用量
变分的两个基本公式 （２３）和 （２５），得到了含时
滞的分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性；建立了含时滞的Ｈａｍ
ｉｌｔｏｎ系统的分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ理论。文章的方法和结
果具有普遍适用性，可应用于分数阶模型下的含时

滞的最优控制系统，也可应用于含时滞的各种约束

力学系统。
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